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LG1 cam doan

To6i xin cam doan luan van "Suw xac dinh da thic vi phan cac
ham phan hinh qua nghich anh ctia tap diém" la cong trinh nghién
ctu khoa hoc doc lap cta riéng téi dudi sy huéng dan khoa hoc cia GS-
TSKH. Ha Huy Khoai. Cac noi dung nghién citu, két qua trong luan van
nay la trung thuc va chua ting cong bd dudi bat ky hinh thic nao trude
day:.

Ngoai ra, trong luan vin toi con sit dung mot sé két qui, nhan xét
clia cac tac gid khac déu co trich dan va cha thich nguon goc.

Néu phat hién bat ky sy gian lan ndo to6i xin hoan toan chiu trach

nhiém vé noi dung luan vian ctia minh.

That Nguyén, ngay 25 thang 03 nam 2019

Tac gia
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Loi cam on

Dé hoan thanh dé tai luan van va két thic khoa hoc, véi tinh cam
chan thanh, toi xin bay t6 long biét on sau sac téi truong Dai hoc Su pham
Thai Nguyén da tao diéu kién cho toi c6 mai truong hoc tap tot trong sudt
thoi gian t6i hoc tap, nghién citu tai truong.

Toi xin gui 16i cam on t6i GS-TSKH . Ha Huy Khoai da giap dé
toi trong sudt qua trinh nghién ctu va truc tiép huéng dan toi hoan thanh
dé tai luan van t6t nghiép nay. Dong thai, toi xin bay té long cdm on tdi
thay co trong Khoa Toan, ban be da gitp dd, tao diéu kién cho toi trong
suot qua trinh hoc tap va hoan thién luan van tot nghiep nay.

Toi xin chan thanh cam on!

Thair Nguyén, ngay 25 thang 03 nam 2019

Tac gia
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L5i mé dau

Ly thuyét phan bd gia tri cic ham phan hinh 13 mot cot moc quan
trong ctia giai tich phtic trong thé ki trude. Ly thuyét nay da phat trien manh
bdi nha toan hoc Rolf Nevanlinna trong nhitng nam 1920. Trong pham vi
va tam anh hudng ctia minh, phép tinh xap xi clia ong ta da vugt troi so
v6i két qui truée va ngay nay tén ong dugc dung dé goi Iy thuyét phan bo
gia tri cac ham phan hinh.

Nén tang ctia 1y thuyét nay chinh 1a dinh 1 co ban thi nhat va dinh
1y co ban thit hai. Trong d6 dinh 1§ co ban thit nhat nghién ctu ham dic
trung ctia ham phan hinh con dinh 1y co ban thit hai nghién citu sau hon vé
s6 khuyét clia cac ham phan hinh. Ly thuyét Nevanlinna cé nhiéu ting dung.
Mot trong nhitng tng dung ctia 1y thuyét Nevanlinna 1a nghién citu sy xéac
dinh duy nhat ctia ham phan hinh. Két qua dep nhat ciia Nevanlinna trong
Iy thuyét duy nhat la dinh 1y Nam diém. Ké thita nhitng thanh tuu di trude
ctia Li, Yang, Rubel,Mues-Steinmets...Nam 1996 Bruck da dé xuat ra mot
gia thuyét noi tiéng khi xét méi quan heé giita ham chinh hinh nguyén va
dao ham khi chia sé mot gia tri CM. Sau d6 Liu-Yang, Zhang,Lu,Li-Yang...
md rong két qud ctia minh lién quan dén gid thuyét Bruck t6i ham phan
hinh, ham nho, t6i don thic va da thic vi phan.

Noi dung chinh ciia luan van gom hai chuong
Chuong 1. Gia thuyét Bruck

Chuong nay bao gom mot s6 kién thiic chuan bi, mé td mot s6 két qua
ctia 1y thuyét Nevanlinna, khai niém tap xac dinh duy nhat khi xét nghich
anh ciia tap diém va mot sd két qua cla gia thuyét Bruck.

Chuong 2. Tap xac dinh duy nhat va s6 khuyét

0 day ching ta tim hiéu vé tap xac dinh duy nhat ctia cac ham va
tap xac dinh duy nhat da thic vi phan

Luan van st dung cac phuong phap ki thuat ciia 1y thuyét Nevanlinna
va Giai tich phic cting v6i mot sé phép bién doi vé da thitc mot bién.
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Luan van c6 muc tiéu trinh bay mot s6 két qua gan day trong huéng
nghién citu vé sy xac dinh ctia da thic vi phan cac ham phan hinh thong
qua nghich anh ciia tap diém 14 mot trong nhitng van dé dudc quan tam
ctia Giai tich phtc, dé tai c6 ¥ nghia khoa hoc trong nganh Giai tich phtic
hep hon 1a 1y thuyét phan bo gia tri,la dé tai c6 tinh thoi su.

Thar Nguyén, ngay 25 thang 03 nam 2019

Tac gia

NGUYEN THI NA



Chuong 1

Gia thuyét Bruck

1.1 Mot sb kién thic chuan bi

Muc dich ctia chuong nay 1a mo td mot sé6 két qua chinh cia ly thuyét
Nevanlinna. Chitng minh sé khong dugc trinh bay day dt. Tham khao chinh
cho phan nay 13 tai lieu cia Hayman ([27]). C6 thé xem mot tong quan ngan
vée 1y thuyét Nevanlinna qua bai bao ([14]). Cho C la m#t phang phitc. Ham
f dugc goi la giéi tich trong mien D C C néu f’(z) ton tai hitu han tai moi
diém ctia D. Ham f dugdc goi la giai tich tai diem z = 2p néu ton tai mot
lan can cia diém zy 6 d6 f la giai tich.

Diém z = 2 € C goi la diém khong ki di ctia ham f néu f 1 giai
tich tai zp. Diem 2y goi 1a mot diem ki di ctia f néuf khong giai tich tai 2o,
nhung moi lan can clia 2y déu chta it nhat mot diém ma tai d6 f giai tich.

biém k¥ di 2y ctia f goi 1a ki di ¢o lap clia f néu f 1a xac dinh va giai
tich trong lan can nao dé ciia zp, trit ra tai chinh diém dé. Néu ngudc lai,
2o ducc goi la diém ki di khong co lap cia f.

Gia st z = « la diém ki di co lap ctia ham giai tich f. Khi d6, trong
lan can nao d6 clia 2 = q, trit ra tai chinh diém d6, f c¢6 thé duge khai trién

duéi dang sau:



Chudi khai trién ctia f theo cac lity thita am va khong am ctia z — o duge
goi la khai trien Laurent ctia f. Néu dic biet, f la giai tich tai z = a thi

b, = 0véin =1,2,3,... v khai trién tuong tng nay goi la khai trién Taylor

cia ham f.
(0.¢]
Trong khai trién Laurent phan Y a,(z — )" goi 1a phan déu va phan
n=0
o0
> bu(z — «) ™™ goi 1a phan chinh. Phan chinh c¢6 ba kha nang xay ra:
n=1

i) Néu tat ca he s6 b, = 0 thi ta goi z = « la diém ki di khit duge cta f,
béi vi ¢6 thé lam cho f chinh hinh tai z = « bang cach dinh nghia phit

hop gia tri clia né tai z = a.

ii) Néu phan chinh ctia f tai « chiita hitu han hé s6 khac 0 thi f dugc goi
I3 c6 cuc diem tai z = a. Néu b,,(m > 1) 1a hé s6 khong triet tieu dau

tien trong phan chinh thi o dugc goi la cuc diém cta f véi cap m.

iii) Néu phan chinh ctia f tai « chita vo han hé s6 khac khong thi f dugc

goi 1a diém ki di c¢ot yéu tai z = a.

Néu f la giditichtaiz = avhag = a; = ... = aj_1 = 0 vh a;, # 0 trong khai
(0.]

trién Taylor ctia f quanh « thi khai trién c¢6 dang f(z) = > an(z — )™
n=~k

Trong trusng hop nay, z = o goi la khong diém cta f véi boi k .

Ham f : C — C goi 14 ham nguyén néu né giai tich trén toan bo mat
phang phiic. Ngoai ra f goi 1a ham phan hinh trén C néu f la giai tich trén
C, c6 theé trit ra tai cac diém ki di co lap, mdi diém trong sé dé déu la cuc
diem.

Mbi ham phan hinh trong mit phang phiic c6 thé c6 vo sb cuc diem
hoac khong diém, ho#ic a-diém, nhung né chi c¢6 hitu han nhitng diém néi
trén trong mdéi mién xac dinh httu han. Néu ngugc lai, sé ton tai it nhat
mot diém gidi han ctia cac cuc diém, hodc ciia cac khong diém, hodc clia cac
a-diém trong mat phang hitu han. Néu d6 1a diém gisi han ctia cac khong

diém ho#c cia cac a-diém, ham sé dong nhat bang hing sé (theo dinh ly



xac dinh duy nhat). Néu do la la diém gidéi han clia cac cuc diem thi diem

d6 sé 1a diem ki di cot yéu.

D6i v6i diem vo han, c6 hai truong hop:

i) Diém vo han 1a diém chinh quy hodc cuc diém. Khi d6 ham c6 hitu han
cuc diém hoac khong diem. Trong truong hop nay ham goi 1a ham phan
hinh httu ty.

ii) Diém vo han 13 ki di c6t yéu. Khi d6 ham c6 vo s6 cic diém hoac khong
diém, hodc a- diém hoi tu dén diém vo cung. Trong trudng hop nay
ham goi la ham phan hinh siéu viét.

Bay gio chiing ta phat biéu cong thiic Poisson-Jensen ([2]) cho ham phan

hinh f trén dia 2] < R(0 < R < o), la diém khéi dau cta 1y thuyét

Nevanlinna.

Dinh ly 1.1.1. Gia st f(z) la ham phan hinh trong |z| < R, (0 < R < 00),
ay(p=1,2,...m) vab,(v=1,2,..,n) tuong ting la cic khong diém va cuc
diem ciia f(z) trong dia |2| < R. Néu f(2) la gidi tich khdp ndi bén trong
va trén bién cia dia, va z = re(0 < r < R) la mot diém trong |z| < R va

f(2) # 0,00 thi

2

i0 1 R —1? i
o8 | (re") =5 [ =g ey — 772 o (Re)ldo
0
- R? — b,ret? = R2 — G, re?
,1 Y — 1 -
+;q o8 R(rei? —b,) z_:p“ o8 R(re? —a,)|’
v= p=1

trong do p,, la cap cia a, va q, la cap cia b,.

N0} day néu ching ta dém cac cuc diém hoidc khong diém theo boi ciia
chiing, thi ching ta c6 the bé Pu Va q, trong biéu thtc tréen.

e Cong thiic nay dudc suy ra tit gia thiét khong c6 cac cuc diém b, hodc
khong diém a,, trén bién |z| = R. Dinh 1i van dung cho trudng hop c6

cac khong diem va cuc diem trén |z| = R.
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Hé qua 1.1.1 (Cong thitc Possion). Gid st rang f(z) khong cé khong diém

va cuc diém trong |z| < R. Khi dé néu z = re’(0 <r < R) thi
2m
: 1 R? — r? :
1 =5 log | f(Re')|dg.
o 1) = 5 [ gty =y 2 B (o
0

Dinh 1y 1.1.2 (Dinh Iy Jensen). Gid st f(z) la ham phan hinh trong |z| <

R(0< R < o0)va cda,(p=12,..m)vab,(v=1,2..n) tuong ing la
cic khong diém va cuc diém trong dia |2| < R. Néu f(z2) la gidi tich khdp

not bén trong va trén bién cia dia, va f(0) # 0,00 thi
2m

1 ; b,
08 (0) = - [ log I7(Re') |d¢+21 Z )
. —1
Nhan xét 1.1.1. Déi vdi truong hop f(z) cé khong dieém bic \ hodc cic
diém bic —\ tai z = O thi khai trién Laurent cia f(2) tai goc toa do la

f(2) = +en M + ., (ex #0), khi dé cong thiic Jensen c6 dang

by
=

2
1 . = a .
_ it p
log ca| + Mo R = 5 [ log | F(Re")ldo + M§_1: log | % - > lo
0 - -

Day 1a dang tong quat ctia cong thiic Jensen. Ly thuyét ham phan hinh phu
thuoc phan 16n vao cong thiic nay.

Rolf Nevanlinna da phat trién mot nghién ctu c6 he théng veé 1y thuyét
phan b gia tri, bang cac dinh 1y co ban thit nhat va thi hai clia ong.

Cho f(z) 12 mot ham phan hinh khac hing trén mat phang phic.
Ki higu n(r,a; f) 1a ham dém cac a-diém cta f(z) trong dia |z| < r véi

a € C U {oo}, trong d6 méi a-diém dugc tinh theo bac clia né. Dat

[ n(t,a; f) — n(0,a; f)
-/ :

N(rya; f) = dt + n(0, a; f)logr,

0
trong d6 n(0, a; f) ki higu boi clia a-diém ctia f(z) tai goc toa do. Ro rang
n(0,a; f) =0 khi f(0) # a. Néu a = oo thi ching ta dit
N(r, 005 f) = N(r, f)
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